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Résumé – Dans cet article, la Théorie Modale Elargie 
(MET) est développée pour les guides d’onde cylindriques 
à métamatériaux 2D. Un code basé sur la Méthode des 
Eléments Finis (FEM) calcule les impédances de surface 
équivalentes des métamatériaux dans la résolution de la 
MET. Ainsi, les diagrammes de dispersion sont obtenus 
avec des temps de simulation très réduits par rapport au 
logiciel commercial HFSS. 
1. Introduction 
Pour réduire la taille et le poids des systèmes 
microondes dans les satellites (guides d’onde et antennes), 
les métamatériaux peuvent être utilisés [1] - [4]. En effet, 
par leur structuration, les métamatériaux permettent de 
créer des propriétés électromagnétiques qui n’existent pas 
dans la nature : permittivité et/ou perméabilité relatives 
inférieures à un ou négatives [5] - [8]. 
Ces dernières années, la Théorie Modale Elargie 
(MET) a été développée pour étudier la propagation dans 
des guides d’onde rectangulaires et cylindriques à parois 
anisotropes [9] - [12]. Lorsque ces guides d’onde ont des 
parois à métamatériaux, un code basé sur la Méthode des 
Eléments Finis (FEM) est implémenté. Il permet de 
calculer les impédances de surface équivalentes 
présentées par les métamatériaux et est couplé à la MET 
pour une résolution du problème complet prenant en 
compte la dépendance en fréquence, en angle d’incidence 
et en type de mode de propagation. 
Dans un premier temps, les principes de 
caractérisation à l’aide de la MET sont rappelés. Puis cette 
méthode est appliquée à un guide d’onde cylindrique avec 
un métamatériau 2D. La valeur des impédances de surface 
de ce métamatériau et leurs dépendances en fréquence et 
en mode sont présentées. Puis une analyse en angle 
d’incidence du premier mode 𝑚 = 0 est proposée. Enfin, 
le diagramme de dispersion en modes propagatifs et 
évanescents est tracé permettant ainsi une étude complète 
du guide. Les diagrammes de modes propagatifs sont 
comparés à ceux obtenus avec le logiciel commercial 
HFSS, pour valider la MET. En plus de proposer une 
étude complète, la MET a un réel avantage en temps de 
calcul. En effet, les diagrammes de dispersion sont 
obtenus au moins 20 fois plus rapidement qu’avec HFSS, 
à configuration de calculateur équivalente. 
2. Principes de caractérisation 
Dans ce qui suit, les guides d’onde cylindriques sont 
considérés invariant suivant 𝑧 et 𝜃, comme représenté sur 
la figure 1.  
 
 
Figure 1. Guide d’onde cylindrique à impédances de surface 
anisotropes. 
2.a. Théorie Modale Elargie (MET) 
Dans le système de coordonnées cylindriques, il est 
possible de définir les impédances de surface 𝑍𝑇
′  et 𝑍𝑍
′  :  
 
 𝑍𝑇
′ = −
𝐸𝜃
𝐻𝑍
|
𝜌=𝑎
, 𝑍𝑍
′ =
𝐸𝑍
𝐻𝜃
|
𝜌=𝑎
. (1) 
 
Ces impédances de surface peuvent être utilisées pour 
trouver les diagrammes de dispersion en résolvant 
l’équation de dispersion développée dans [9], [11]. Cette 
équation est simplifiée dans le cas des modes d’ordre 𝑚 =
0, invariant en 𝜃 :  
 
[𝑗𝜔𝜇0𝐽0
′ (𝑢𝑎) + 𝑍𝑇
′ 𝑘𝑐𝐽0(𝑢𝑎)]      
× [𝑍𝑍
′ 𝑗𝜔𝜀0𝐽0
′ (𝑢𝑎) + 𝑘𝑐𝐽0(𝑢𝑎)] = 0, (2) 
 
avec 𝑢𝑎 = 𝑘𝑐𝑎, 𝑎 le rayon où les impédances 𝑍𝑇
′  et 𝑍𝑍
′  sont 
définies, 𝑘𝑐 la constante de coupure, 𝐽0 la fonction de 
Bessel d’ordre 𝑚 = 0, 𝐽0
′  sa dérivée, 𝜇0 la perméabilité 
dans le vide, 𝜀0 la permittivité dans le vide, et 𝜔 la 
pulsation (convention 𝑒𝑗𝜔𝑡).  On peut relier 𝑘𝑐 aux autres 
constantes de propagation :  
 
 𝛾𝑧
2 = 𝑘𝑐
2 − 𝑘0
2, (3) 
 
où 𝑘0 est la constante de propagation dans le vide et 𝛾𝑧 la 
constante de propagation suivant 𝑧. Elle peut être réelle 
(𝛾𝑧 = 𝛼), le mode est alors évanescent, ou imaginaire pure 
(𝛾𝑧 = 𝑗𝛽), le mode est alors propagatif.  
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Chaque terme de (2) définit un mode de propagation : 
le terme 𝑍𝑇
′  caractérise les modes TE0n; le terme 𝑍𝑍
′  
caractérise les modes TM0n, avec 𝑛 entier, [12].  
2.b. Algorithme de résolution 
L’équation de dispersion (2) est résolue en 𝑎 (cf. figure 
1) de manière récursive selon l’algorithme de la figure 2, 
car l’onde électromagnétique dépend de l’angle 
d’incidence 𝜑. Les impédances de surface 𝑍𝑇
′  et 𝑍𝑍
′  sont 
calculées avec prise en compte de cet angle. 
 
 
Figure 2. Algorithme principal de la MET.  
L’algorithme est différent selon le type de mode. En 
effet, dans (2), on joue sur l’intervalle de recherche de 𝑘𝑐 
pour déterminer les modes propagatifs (𝑘𝑐 ∈ [0; 𝑘0]) ou 
évanescents (𝑘𝑐 > 𝑘0). De plus, l’angle d’incidence 𝜑 est 
calculé suivant : 
 
 𝜑 = {
arcsin (
−𝑗𝛼
𝑘0
)  si le mode est évanescent
arcsin (
𝛽
𝑘0
)    si le mode est propagatif.
 (4) 
 
Physiquement, dans le cas où on a propagation, la 
construction vectorielle des constantes de propagation est 
possible, cf. figure 3, ce qui correspond bien à la seconde 
équation de (4). Cette construction géométrique n’est pas 
possible pour les modes évanescents. 
 
 
Figure 3. Construction vectorielle des constantes de propagation. 
2.c. Caractérisation des métamatériaux 
Un code FEM 2D est implémenté sur Matlab [12] pour 
obtenir les impédances de surface 𝑍𝑇
′  et 𝑍𝑍
′  du 
métamatériau. Le problème 3D se simplifie en un 
problème 2D pour les métamatériaux étudiés invariants en 
𝜃. La cellule élémentaire du métamatériau est extraite 
dans un plan 𝑃 quelconque du guide, cf. figure 4.  
On retrouve, sur la figure 4, le rayon 𝑎 du plan Ω′, plan 
où sont calculées 𝑍𝑇
′  et 𝑍𝑍
′ . Par ailleurs on définit Γ1 et Γ2 
des parois périodiques (avec un déphasage de 𝑒−𝛾𝑧𝑝, où 𝑝 
est la distance entre Γ1 et Γ2), Γ3 l’axe de rotation, Γ𝑆 la 
paroi PEC, 𝐴 le rayon externe du guide, et ℎ (= 𝐴 − 𝑎) la 
hauteur du plan Ω′.  
 
Figure 4. Guide à métamatériau et sa cellule élémentaire.  
3. Résultats 
La MET est appliquée au guide d’onde de la figure 5. 
Le métamatériau est bien invariant en 𝜃, donc 2D. 
 
Figure 5. Guide d’onde à métamatériau. Cellule élémentaire : 
points rouges pour MET, tirets bleus pour HFSS.  
La cellule élémentaire utilisée dans la MET (points 
rouges figure 5) est définie avec le logiciel GMSH [13], 
cf. figure 6a.  
  
 
Figure 6. Cellules élémentaires a) avec maillage GMSH (𝑨 = 𝟑𝟎 
mm, 𝒂 = 𝟐𝟏 mm, 𝒉 = 𝟗 mm, 𝒅 = 𝟑 mm, 𝒘 = 𝟒 mm et 𝒑 = 𝟏𝟎 
mm) et b) HFSS. 
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3.a. Impédances de surface du métamatériau 
Les impédances 𝑍𝑇
′  et 𝑍𝑍
′  calculées grâce à 
l’algorithme de la MET, figure 2, sont représentées sur les 
figures 7 et 8. Cet algorithme permet une résolution 
récursive de (2) en angle d’incidence 𝜑 et fréquence. Les 
impédances dépendent aussi de cet angle. Par ailleurs, 
d’après (2), pour un mode TM0n, seule l’impédance 𝑍𝑍
′  est 
nécessaire, de même pour un mode TE0n, l’impédance 𝑍𝑇
′  
est utilisée.  
 
 
Figure 7. Impédance 𝒁𝒁
′  normalisée du mode TM01 en fonction de 
la fréquence. 
 
 
Figure 8. Impédance 𝒁𝑻
′  normalisée du mode TE01 en fonction de la 
fréquence. 
 
Ces figures montrent que les impédances 𝑍𝑇
′  et 𝑍𝑍
′  sont 
variables en fréquence et dépendent du mode. On constate 
aussi la continuité de la valeur des impédances à la 
fréquence de coupure (passage du mode évanescent à un 
mode propagatif). Par ailleurs, le guide « fictif » de rayon 
𝑎 est bien un guide à parois anisotropes, 𝑍𝑇
′ ≠ 𝑍𝑍
′ . 
3.b. Angle d’incidence 𝜑 
La MET est appliquée au guide d’onde dans le but de 
tracer le diagramme de dispersion du premier mode 𝑚 =
0. La figure 9 représente ce diagramme. Pour illustrer la 
variation de l’angle d’incidence, la valeur des angles est 
affichée pour quelques fréquences. 
 
 
Figure 9. Diagramme de dispersion du mode TM01 obtenu avec la 
MET et variation en angle d’incidence 𝝋.  
Plusieurs conclusions sont déduites de l’analyse de 
cette figure. Premièrement, on constate bien que l’angle 
varie en fonction de la fréquence. A la fréquence de 
coupure, on a bien un angle qui tend vers 0°, l’onde est 
normale au bord du guide. Si le mode est propagatif, plus 
les fréquences augmentent, plus 𝜑 se rapproche de 90°. 
L’onde devient alors rasante au bord du guide. Lorsque 𝛽 
est supérieur à 𝑘0, l’angle devient complexe et n’a plus de 
sens physique, contrairement au cas plus trivial (𝛽 < 𝑘0) 
où l’angle d’incidence permet la construction vectorielle 
des constantes de propagation, cf. figure 3. Concernant le 
mode évanescent, l’angle est toujours complexe et 
diminue lorsque l’on s’éloigne de la coupure.  
3.c. Diagramme de dispersion 
On applique maintenant l’algorithme de la MET pour 
obtenir le diagramme de dispersion complet (modes 
évanescents et propagatifs). Ces résultats sont validés par  
comparaison avec ceux obtenus via le logiciel HFSS, cf. 
figure 10 (simulation eigenmode avec déphasage des 
parois périodiques et Δ𝑓 = 0.05%). La comparaison n’est 
possible que pour les modes propagatifs, HFSS ne 
permettant pas d’obtenir les modes évanescents avec ce 
type de résolution.  
 
Figure 10. Guide d’onde à parois périodiques et métamatériau 
pour résolution en eigenmode sous HFSS.  
Les diagrammes de dispersion sont représentés figure 
11. Pour obtenir les diagrammes des modes propagatifs, 
la simulation HFSS (en cercles roses) dure 2h37min 
contre 6min30s avec la MET (points bleus), (Intel® 
Core™ i7-7700 CPU @3.60GHz, RAM 16Go). 
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Figure 11. Diagrammes de dispersion obtenus avec la MET (points 
bleus) et avec HFSS (cercles roses).  
4.  Conclusion 
Le nouvel algorithme proposé permet d’obtenir les 
diagrammes de dispersion des modes 𝑚 = 0 pour des 
guides d’onde à métamatériaux invariant en 𝜃. 
L’optimisation des dimensions des métamatériaux peut 
être faite très rapidement, car le temps de simulation est 
nettement réduit. Un code FEM 3D est en cours de 
développement. Il permettra de traiter tous types de 
métamatériaux, mais aussi tous les modes. En combinant, 
ces différents codes, il sera aussi possible d’étudier des 
antennes cornets, ou des métamatériaux variant en 𝑧 à 
l’aide de la technique du mode-matching. 
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